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situé au voisinage du sol

PREMIERE PARTIE
CONDUCTEUR AU-DESSUS DU SOL

CALCUL DANS LES DOMAINES FREQUENTIEL ET TEMPOREL

Analyse

Le probléme du calcul du courant induit par une
onde incidente sur um conducteur aérien, rectiligne,
filiforme, situé au voisinage du sol et paralléle a Uinter-
face air-sol est analysé. La solution recherchée est
dans le domaine fréquentiel sur un conducteur infini.
Ceci permet d’éviter le calcul numérique des intégrales
de Sommerfeld en leur substituant des intégrales qui se
calculent analytiqguement. Le courant induit sur un con-
ducteur de dimension finie s’obtient en ajoutant les
courants réfléchis aux exirémités pour les différents
ordres successifs de réflexion.

Mots clés : Courant induit, Onde électromagnétique, Antenne
fil, Effet sol, Méthode domaine frégquence, Facteur réflexion,
Antenne hornizontale, Méthode analvtigue.

CURRENT INDUCED BY AN INCIDENT WAVE
ON A STRAIGHT WIRE ABOVE A FLAT EARTH

Abstract

An analytical result for the current induced by an
incident wave on a thin straight wire located
in the vicinity of the ground and parallel to the interface
is presented. Two methods are presented to solve this
problem in the frequency domain. The first one uses
the current on an infinite wire ; the current induced
on a finite wire is obtained adding to the preceding
solution the reflected currents of different orders. The
second uses the reflection coefficient of the transmission
line theory. The results are compared with those obtained
Sfrom another method in which Sommerfeld integrals
are numerically evaluated.

Key words : Induced current, Electromagnetic wave, Wire
antenna, Ground effect, Frequency domain method, Reflexion

coefficient, Horizontal antenna, Analytical method, Time
domain method.
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1. INTRODUCTION

Le calcul du courant induit par une onde électro-
magnétique sur un conducteur aérien rectiligne fili-
forme, situé au voisinage du sol et paralléle a I’inter-
face air-sol, a fait I’objet de nombreuses publications.
La complexité de ce probléme tient a la difficulté
de prendre en compte I'effet du sol de facon exacte.
En effet, pour chacun des éléments de courant qui
constituent le conducteur, il est nécessaire de résoudre
des intégrales introduites par Sommerfeld et dont
il n'existe pas de forme asymptotique en zone de
rayonnement proche.

Un certain nombre de solutions ont récemment
été publiées sur ce sujet. King [8] calcule le courant
induit en utilisant une formulation type ligne de
transmission. La solution obtenue fait apparaitre les
intégrales de Sommerfeld qui doivent étre évaluées
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numeériquement. Chang et Olsen [9] ont utilisé les
équations intégrales exactes suivant la forme propo-
sée par Banos [6] et transformé I’expression ainsi
obtenue par rapport & une variable formelle, afin
de pouvoir utiliser Ie théoréme de convolution. La
solution obtenue en revenant a la variable spatiale
contient trois termes correspondant aux deux poéles
de la fonction a intégrer (un mode type ligne de
transmission et un mode onde rapide) et 4 'intégra-
tion sur le contour utilisé dans le plan complexe.
L’emploi des résultats obtenus n’est malheureusement
pas trés simple.

Dans cet article, nous indiquons une méthode
pour reésoudre analytiquement c¢e probléme. Les
resultats obtenus sont par ailleurs comparés avec
ceux fourmis par une autre étude développée paral-
lelement ou les intégrales de Sommerfeld sont calculées
numeériquement,.

La méthode employée est une méthode modale.
La premiére partie a pour objet le calcul du champ
rayonné par un conducteur filiforme infini parcouru
par une distribution de courants quelconques en
présence du sol et en I’absence d’onde incidente.
La méthode, proposée par Wait [1], utilise la notion
de facteurs de reflexion du champ électromagnétique
sur le sol et identifie ces facteurs pour satisfaire les
conditions aux limites,

La seconde partie a pour objet le probléme de
diffraction associ€¢ a la configuration précédente. Les
différents modes sont pris en compte pour calculer
le courant induit sur un conducteur infini par une
onde monochromatique. La solution obtenue est
ensuite étendue au cas d’un conducteur fini en super-
posant a la solution obtenue les courants réfléchis
aux extréemites de celui-ci pour les différents ordres
successifs de réflexion.

La solution obtenue dans le domaine fréquentiel,
pour un conducteur infini permet d’en déduire la
forme du courant dans le domaine temporel par
transformation inverse de Laplace. Le probléme est
ensuite étendu au cas d’une excitation impulsionnelle.
Le courant obtenu dans ce cas s’exprime par un produit
de convolution de la solution temporelle précédem-
ment obtenue par ’expression temporelle du champ
incident sur le conducteur correspondant au signal
d’excitation.

2. CALCUL DU CHAMP RAYONNE
PAR UN CONDUCTEUR INFINI

EN PRESENCE DU SOL

ET EN L’ABSENCE D’EXCITATION

On suppose le conducteur parcouru par un courant :
(1) I =1, el@*~Pa),

B est I’exposant lin€ique de propagation de ce courant
sur le fil et caractérise un mode particulier de rayon-
nement,
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Le champ électromagnétique peut se calculer 2
partir des vecteurs de Hertz de type électrique II
et magnéetique II* par les relations :

4 oIl*

2) E=vXxVXI—uvx—,
., o1l .

(3) H=sv>cg+v><?><ﬂ*.

Les vecteurs de Hertz satisfont chacun a I’équation
de Helmholtz dans un milien homogéne

— o1l
(4) V2 — pe ok 0,
_, 2]
(3) V2II* — pe = 0

Le systeme est rapporté a4 un repére cylindrique
centré sur le fil. Le courant étant axial, le vecteur
de Hertz de type électrique II posséde la méme
dépendance en z que le courant. L’équation de Helm-
holtz s’écrit dans ce cas :

12 / oll 1 o211
(6) = = <r__) =+ r_z' 202 _{ﬂz-‘ki}n = 0.
avec k7 = w?pe, k, étant I'exposant de propagation
dans le wvide.

En utilisant la méthode de séparation des variables,
on obtient 1’équation de Bessel modifiée dont les
solutions sont les fonctions de Bessel modifiées de
premiere espéce [, et de seconde espéce K, et d’argu-
ment complexe. Le vecteur de Hertz obtenu a pour
expression en coordonnées cartésiennes (x vertical,
y transversal, z axial) :

joul

(tat—3z)
2k2 € X
Ko(jiki — BH? ((x — h)* + »2)117),
Il w1 correspond la formulation intégrale :

jmp.f e] (it —B2) S

7 I =

+ an E—ullx—.ﬁl

e~ 1 43,

@& Il = 4 mk?

avec us = A% 4 B2 — k2

Le vecteur de Hertz ainsi obtenu est le vecteur
de Hertz de type primaire résultant de 1’existence
du courant circulant sur le fil et indépendamment
du sol. Afin de prendre en compte celui-ci, il est
utile de définir des vecteurs de Hertz de type secon-
daire, Wait [1] a proposé pour ceux-ci des expressions
de forme voisine avec l’introduction des facteurs
de réflexion attribués au sol :

v 1

9a) II, = A \ R(}) e-uG+m g~ — gy,
oW Hl
LI

1
O8) T, =4\ TO) e e e — di,

B,

- 0
+ @

1
M(?-.) e~ ¥ a—igh o=y da,

i iy

©c) NIt =4

L]
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transmission et un mode onde rapide) et à l’intégra-
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+ 00

9d) TI% =4 5 N(2) e%* e~ g~ Hl d,
1

- 00

jmp.f {wr - Ez)
4 nk? Z '

Le vecteur de Hertz II, dans le milieu (1) est par
conséquent :

aveec A =

+ e—ﬂi.‘l’

(10) I, =AS (&M L R(N) e MG+~ d.
— o

iy

Les facteurs de réflexion R(x), T(}), M(%), N(3)
sont déterminés en assurant la continuité des compo-
santes tangentielles E, , E,, H,, H, du champ a
I’interface air-sol.

Les facteurs de réflexion sont solutions du systéme
linéaire suivant :

(11) (1 + R(A)) jAf — wpu, M(A)
— T(2) jAB + wpu; N(2),
(k3 — BH (1 + RQ)) = (k7 — %) T(A),
IABM(2) — e=u, (1 — R(R))
= JAPN() — weyu, TN,
(k3 — B*) M(2) = (k] — B*) N(.
On en déduit la valeur de R(%) :
2 kf(lz - H;)
K — B (s + k)
La composante tangentielle du champ électrique
s’obtient par la relation :

bz
(13) E, = (kf s a?) I, .

Ce qui conduit, en remplagant II, par sa valeur,
a I’expression suivante :

(19 E=—7u (— B x

Ko(ik? — BH'P ((x — B* + »)')
(k23— B Ko (j(k3— PP (x + h)* +))'P)

z
_jm!"'I Gl . e ax+M—JAry 43
Zﬂ' _mkfh'z-!-k%uj

Le terme intégral peut étre décomposé comme
suit .

(12) RN =—1+

jopd
2k}

._]_

iml"‘r AZ — Uy Uz —ui(x+m -1y .
(16) 275.%“24‘1‘%“1& =
jmy.f =W (x+h—Iry jmp.fﬁz“‘ e~ x+h) =1y
dA.
2 TL'S U, + t, Ix k%l\ﬂz'f'{k%!k%)u]_

Le terme |k,|/|k,| étant toujours supérieur a 1,
quelle que soit la fréquence, la deuxiéme intégrale
est par conséquent négligeable devant la premiére.
La premiére intégrale de (16) peut se transformer
pour obtenir I’expression (17) pour x = hety =0

a1 \s O

iy ‘l"ﬂ;

di +

2 af
EN N
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avec °

o = ijzh.

Le calcul de cette intégrale peut s’effectuer en utili-
sant les fonctions de Bessel et de Struve et notamment
la relation (18) (cf. Watson p. 331 [2]) :

(18) H,(s) = Y;(a) + gfgﬂ e~ (1 + *)M2 du,

soit .

(19) 1@ = — = + 2T,
avec °

(20) T(a) = % (H, (@) — Y ().

Le terme T(x) admet deux développements en
fonction de la valeur de « par rapport a 1.

1
{lﬂlﬂ ] -'=='-f== W ’ Euxemplepﬂur . E=10-2 ﬂfIH,

et h = 10m on a /= 31,6 kHz).
a) |a| < lie. 24/8 <1,

R R TR T

P WSasyTy T gy
« (5 o o
'ﬁ(i““—““&i)—rs

I
J (o) = T+§_T_IDE‘E_

o 2o

1(5 2y —21 “‘j
g 2P0 |5 e

% F

b) |« > Lie. 2h/3 > 1.

2 2 2 6

J‘{“)=E_'E'=+f o

Dans 1’hypothése réaliste olt A est trés supérieur
a h, il est légitime de remplacer dans I’expression
de E, les fonctions de Bessel par leurs développements
asymptotiques. On obtient finalement, dans les deux
cas envisagés précédemment :

1) |«| < 1 (3 » 2 k) approximation basse fréquence.
(23)

E,=—

jopl (

2k 4h 1 J2 h
o B >+

log, — + 35 T53— Y —log 75
wul [ 4 h ':rr) 821 . 2k
27:( jZT:mz:lﬂg‘ a

338 4

!

(24) E. = . (lng. 2—;3 4 i) -

2w
op 0 B2 I 2 h
ZnIZh jZT:malﬂg‘ a’

ANN., TELECOMMUN., 37, n® 1-2, 1982


v. amount. — counnrr mmm im: uns onns mcmnnre 99
"’°° 1 n :
(M) H1‘= A SW NO) ¤"*’ ¤‘“·" ¢"^' E dk vw u = 23k,h.
jouy.! Le calcul de cette intégrale peut s’elTectuer en utili·
ar, A - t«~«-un
cc ' — 4 nka ' sant les fonctions de Bessel et de Struve et notamment
I la relation (18) (cf Watson 331 [2]) ·
` Le vecteur de Hertz 1:1r, dans le milieu (1) est par ' 2 mp; `
consequent : W W (lx) Hlm = Ylûl) + T xa 2-.. (I + wm du,
er .
l (lg) HI =ASrœ(,+ .< »>+R(;_)e ,o+h»)îdÀv son :
Les facteurs de réüexion R(7r), T()»), MO`), N()r) (19) J‘(m) : ·è + 2T(¤),
sont déterminés en assurant la continuité des compo- °°
santes tangentielles E, , E, , H,, H, du champ à “°° î
1'interfaee air-soli 1*
Les facteurs de réllexion sont solutions du système (20) Tu) 2 Ã (H'(a) ~ Y‘(1))`
linéaire suivant : ,
(11) (1 + RGO) DE â ww" MO`) f   tenîe lT(a) Iadmât deux developpernînts en
Z Tmjw + WMI NO), onc ion e a va eur e tt par mpper a .
(ki — W) (1 + R(^)) = (ki — F') '1`(M (|«|=1¢f:   Erempnepomz u=1O'2 Ulm,
j)rBM(Ã)— ¢¤:,u,(l —R(}r)) ml
: jM5N()\) _ (,,,2,,2 TO`), et I1 = 10 rn on af= 31,6 kHz).
(ki — B‘) MO) = (kâ — IF) Nm a) M < 1 i,e. 2h/8 < 1, Y
On en déduit la valeur de RO`) : I 1 1 T 1 ,1
(12) se 1+ .uk1<^‘—~» ~·> ., "" “·’·¤ :1 + ¤*î·ë‘°*~ë·
(/¢î—§‘)<kî¤¤+/<î~i) " ,,1 5 2 M rr) uv
La composante tangentielle du champ électrique É <Z— Y- ng' 2 _$ +  
s`obtient parla relation 1 2 a 1 a
bz L(¤t)=î+î—~;—1og,ï—
(13) E,: ki-tj 11,,
M É ( 5 2 21 il 2 ai
Ce qui conduit, en remplaçant l`1 X par sa valeur, 16 Ã- Y — 0g° 2, _î +  
à Yexpression siuivante : b) ia] > l ire. 2 M6 > L
1 E:-È/<’~’)>< 1 1 3 45
(5) ' 2"kï(1 B <22> T<«>—ë=——î+ë—î+e+···
K«(i(kî — 11*)*** <1>=—h>* + W") °‘ 2* 2°‘ 2* 6“ °‘
+  (kî__Bz)K0(i(kî4Bz)1|z((x+ h): +y2)1|:) J,(a1) = Q —— F + E — F +  
]‘°1*·I +°° #***1 "1 e-,,·(,+,,.,,, dl Dans 1’11ypothèse réaliste où A est très supérieur
_ 27: -,,k§ u, + kë u, ' à h, il est légitime de remplacer dans Vexpression
_ , I , d, Sé de E, les fonctions de Bessel par leurs développements
F" mme mœgm peut °"° °°°mP° wmme asymptotiqucs. On obtient ûnalement, dans les deux
Sm I _ K2 cas envisagés précédemment :
- u u
(16) —  ¢"""°'"'“' dÃ= 1) luc] < 1 (8 > 2 h) approximation bassejïéqumce,
”ïS u, + u, dl +îÈS«,+(h;;h§)«,d^‘ juuz 2h 4h 1 Eh
· E«=-î1¤s.—+g§+î—¥—l¤s.î +
Le terme lkz]/Ik,] étant toujours supérieur à 1, "° a
quelle que soit la fréquence, la deuxième intégrale ïï Q _1j> _ B" lo Q1
_ est par conséquent négligeable devant la première. 2 1: 3 8 4/ j2 mue g‘ a '
La première intégrale de (16) peut se transformer _ ,
pour obtenir Pexpressiou (17) pour x = h et y = 0 1 2)   ,1 (Bft 2 hl œergmarlén '····1'€M··m·ë;
,—¤i«1»> — jm;] Q i
(17) SmdA# (Z4) E,-~2” l¤g,“+2h -—
2 '·= _ wp. 8 [3* I 2 h
—;;+2&)(|+g)"“¤"ds=L(¤1)· ï:Iü— I°E·î·
gm Am:. rnsemnhun., 37, iv 1-2, 19BZ
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Dans le cas ol la conductivité du milieu (2) devient
infinie (plan parfaitement conducteur), on obtient :
joul 2 h p2 I 2h

(25) Ezz_ﬁmg“?_jZTrmzlugn a

Ces expressions s’écrivent sous la forme
2
26) E,=——(z+%,) L

ol : Z est de méme nature qu’une impédance,
et : Y est de méme nature qu’'une admittance.

3. MODELISATION DE L’EXCITATION :
METHODE MODALE

Conducteur infini.

Le courant induit sur le conducteur crée un champ
rayonné tel que la composante tangentielle du champ
total soit nulle a la surface du conducteur. Le champ
rayonné est obtenu en sommant les contributions
de toutes les composantes modales :

[32
(z+ ’?) I*(B) e~z dp.

a0

(27) —E(z, o) = S

La composante tangentielle £, du champ admet
par rapport a la variable 3 une transformée de Fourier,
les variables z et § se correspondant dans la trans-
formation. En prenant la transformation inverse,
il vient :

(28) I*(B) (Z + B*/Y) = —E*(B, w) =
—is Bz, @) o dz.

2w Yow

. E*(Br w) .
Z+ ply

En appelant f(z) la fonction obtenue par trans-
formation inverse de F*(B), on obtient :

G0)  I@z) = — S

29) I*B) = — E*(B, w) F*(B).

LE ]

E(z — u, w) f(u) du.

= &

Calcul de la fonction f(z).

Posant Y = jY'; Z = jZ', Y’ réel, f(z) peut

s’écrire
1 (* elfz
@31 1) = ﬁs_m z T 57 4
_jY' v el5®
o Zns_m 2 —-2Z'Y’ dp.

L’intégrale obtenue se calcule par la méthode des
résidus. Le domaine d’intégration est le demi-plan
complexe supérieur si z est négatif et le demi-plan
complexe inférieur si z est positif.

ANN. TéLEcOMMUN., 37, n® 1.2, 1982
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La solution obtenue est :

a)z>0 HLilzk= 37 e 1Bz
b) 0 f . e}l
Z < 2{3) A 2 zc L]

avec 1 fo=4Z Y et Z,= 7Y,

Calcal du produit ‘de convolution.

La composante tangentielle du champ électro-
magnétique ambiant peut se mettre sous la forme
suivante (cf. Annexe 1) :

(32) E; = E'cos( cos{ (el ™8 . R g~ Ikxcosd) 5

E—lk:uinﬂ-:nlw
»
{33) E: _— Eﬂ E—ll:zsinﬂcnsq: — Eﬂ. E-—lk.: '

Le calcul de I'intégrale conduit & [’expression :
£ Bo
jz: B'ﬁ e ki ¥

Cette solution obtenue est la solution exacte pour
le courant induit sur un conducteur infini situé au
voisinage du sol et paralléle 4 celui-ci.

Le courant ainsi obtenu est de la forme
I=I,e7 %% En prenant B=k,, on vérifie facilement,
dans le cas ou le terme de pertes est négligé, que la
composante tangenticlle du champ diffracté par
celui-c1 est égale et de signe contraire a celle du champ

incident
k sin B 2
(35) Ef = —(12'4—( E‘”; ;“S‘I’)) X

(34) 1z) =

E?
jkZ. (1 — (sin 0 cos §)?) °

avec
k=8=JZ2V et Z,= 2]V, kZ,= Z',

il vient :

- i Z'  (JZ'Y sinb cos{)?
00 Bt=— (g + )

E? .
| —(sin O cos > 7’

Courant induit sur un conducteur infini,

En calculant les expressions de B, et Z_ dans les
deux cas précédemment envisagés, on obtient :

— Approximation haute fréquence :

E;
37 Iz) = — T 55 X
jkﬁlug,?
1
| ‘ i 8 1 .
— (sin 0 cos ) +2k }.‘k(l —i),
lﬂge?
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Dans le cas où la conductivité du milieu (2) devient La solution obtenue est :
infinie (plan parfaitement conducteur), on obtient : 1
I .— -ia
(25) Eg jœpllo zh B21] zh a)z>0 f,(z) Zzgg ·#’
*“`2« g·¤'gzm.i«°g·¤' leu
b 0 f : É ·»=_
Ces expressions s'écrivent sous la forme : ) Z < Az) 2 Z:
2 avec: fi: Z'Y’etZ=,/ZW.
(26) E.=—<z+%>r, " J , °
où : Z est de meme nature qu’une impédance, Cm"] du Produit ée wnwhuon_ I
et : Y est de meme nature qu’une admittanoe.
La composante `tangentielle du ch¤.mp électro-
magnétique ambiant peut se mettre sous la forme
suivante (cli Annexe 1) :
3. MODÈLISATION DE àg£à(§l'3(;':)0N : (32) E; Z En msg wS4,(ei»»··>·s _ Re·i»·«··i) X
M-È] ALE e-mtlssntv
. l (33) E; Z En e·mn·.««mv« 2 E0 yu.: ' ’
C°“d“°'°“' ‘“ü“" Le calcul de Pintégrale conduit à Vexpression z
Le courant induit sur le conducteur crée un champ (34) K2) : __ É Bo
rayonné tel que la composante tangentielle du champ jZ, Bâ — ki `
tal ' ll ` l rf d d . L h . .
ÈZ,¤,ÈS`ÃÉ` Èlî¢Ãus"cÃ°ÈoiÀ`mÃîl'î `iÈÉ€`ÉÈmlÃiÃ·tiÃ'ÃÉ le jm S·;*·;I·jg;t°‘;_jj~*_;§_ îsggigfjzggjëjugogg
d t t 1 t d l : . , , . .
c ou es BS compoîan es mol; es voisinage du sol et parallele à celui-cl,
2 _E ï __ ,, _m A Le courant ainsi obtenu est de la forme
(7) (’· °’) SW (1+ y> I (B) ° 'dla 1:1,,-¤¤=. nnprennu a=k,, on venise facilement,
. dans le cas où le terme de pertes est négligé, que la
La composante tangentlelle E du champ admet . .
par rapportàla variable [inne transformée de Fourier, wm.! œ mngmmik du ch?mP dlmaué par
. celui-ci est égale et de signe contraire a celle du champ
les variables z et B se correspondant dans la trans- incident _
formation. En prenant la transformation inverse, ' (k singcosqùz
il vient z (35) EQ = -<jz' +   X
(23) l‘(B) (Z + $‘lY) = —E‘(fL ¤>) Z E.
·m __. ._
- ÈS no, is) ee- az. lkl. (1—(¤î¤¤ 0 ws W) '
N "" avec :
E*( ) = = = · : '
(29) NB) =_Z B·;·> :_E,(§’m)F,(p)_ le li JT`? et Z, ,]z’]Y , kz, z,
+ B I" il vient ;
En appelant f(z) la fonction obtenue par trans- (36) E,=__ E + (~/Z'Y'5l¤9C¤¤¤l¤)' X
fonmation inverse de F*(§), on obtient : ' ]Z’ —Z' Y'
si E-
(30) l(z) = -· E(z — u, ul) f(u) du.   : * E2 »
 
Calcul de la fonction I»(z)_ Counnt induit sur im conducteur  
P t Y = Yi , Z : ·Z«’ Y, · L f- En calculant les expressions de [3 et Z dans les
yéczïnz J ' J mc (Z) pam deux cas précédemment envisagés,non obtimt :
(31) Hz) _ 1 S" em dp — Approximation haute fréquence :
' î - z 1 Y E·
W °`   ., c,,, (37)|(1)=-îîx
: msn, sfîîdi "° F= ‘°i· î
L’intégrale obtenue se calcule par la méthode des  
résidus. Le domaine dîntégration est le demi-plan 1_ · 0 z _ 1 *·
complexe supérieur si z est négatif et le demi-plan (sm cos ip) + 2 h loge Q( J) '
complexe inférieur si z est   u
Ann. 1ïa1oomun.. 37· n• 1-2. im A/la
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— Approximation basse fréquence :
(33)

I(z) =— <t

2 h 1

jk 1;' log, - [ — (sin O cos ) +

Solution au voisinage d’un plan parfaitement conducteur.

La composante normale E% du champ ambiant a
pour expression :
(39) E: = E'sin 0 (&% | R e~1ksmb)
e~ jkzsinfcosy :

Dans le cas d’un plan parfaitement conducteur, le
facteur de réflexion est égal a 1. Il vient :

(40) & = El si]] ﬂ 2 COs {kx cOS ﬂ) e-]tﬁiﬂﬂtﬁﬁtﬁ"
De méme :
(41) E?=E® cos cosy e~ksindeosy 3§ gin (kx cos 0).

cos

(42) Ez | tan O

tan{kx cos 0) E2

= 2 j cos 0 cos ¢ tan(kx cos 6) E',

Introduisant dans I’expression de I(z) :

1 1
jk Z, 1 — (sin 0 cos ¢)? A
2 j cos 0 cos & tan(kx cos 8) E!.

(43) I(z) =

Au voisinage du plan parfaitement conducteur,
kx est faible, il vient :

2 xcosd¢cos®h -
Z.1-—(sin Bcos §)*  °
L’expression de Z_ est dans ce cas celle d’un con-

ducteur situé au-dessus d’un plan parfaitement
conducteur :

44) I =

Z. = 60 log, 2 hfa.
Si I’on prend de plus I’hypothése ¢ = 0, on obtient :
(45) I(z) =—2hEYZ, .

Cette expression a été obtenue par une autre méthode
dans ce cas particulier par Y. Robin-Jouan (*).

4. METHODE
UTILISANT LES FACTEURS DE REFLEXION
INTRODUITS PAR HALLEN

Les réflexions aux extrémités du conducteur peuvent
étre traitées en appliquant la méthode proposée

(*) Y. Rosin-JouaN. Rapport PL 806068 sous contrat Aéro-
spatiale n® 5306/3017, mai1 1977.
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ik 1 JZh 1 /4h =\
log, 2 hfa 33—[-‘—?——1-—1::-3‘—3—) ( )

T iog 2 hfa \33 4

par Hallén [chap. 35 de la réf. 3]. On peut décomposer
arbitrairement le potentiel vecteur selon la série
suivante :

(46) A=2 E (—-—- l)“ Vl’l 'E_‘”‘HEH_"],
=1

La forme du courant associé est alors :
(A7) I =iy(z) + X (— 1)" e~ 2K0=1) 5

) Gl 2 L0

Les couples (¥,, i) correspondent aux ondes
réfléchies de différents ordres et satisfont chacun a
I’'équation intégrale (48) :

oo 1 2 L—jkr
(48) S_ ir(%) dtﬂs E“;,—' do

(4]
=4nV,e ™ pourz >0 etr=a.

L &

Le terme i, est le courant induit sur un conducteur
infini et a €té calculé au paragraphe précédent.

On obtient ainsi un ensemble infini d’équations.
La premiere permet le calcul de i,(z)/¥, , la seconde
de i,(2)/V,, la n-itme de i,(z)/V,. Les facteurs de
réflexion aux extrémités sont définis par la relation :

Va
Vn -1

et peuvent étre déterminés en imposant que le courant
soit nul aux extrémités du conducteur pour tous les
ordres successifs de réflexion.

Faisant apparaitre ces facteurs de réflexion, la
solution de 1I'équation intégrale pour le rang » est la
suivante :

(49) ky =

; E: o 5
A, n | 1kz

La fonction ¢, a été calculée par Hallén [chap. 35
de la réf. 3). La solution obtenue permet de constater
qu’a partir de 1’ordre 2, les fonctions ¢, sont iden-
tiques. Les deux fonctions ¢, et ¢, & considérer
se présentent sous forme d’une série infinie de termes.
Dans la présente étude, compte tenu des valeurs de
paramétres du probléme, seul le premier terme des
séries est significatif. Les fonctions ¢, et ¢, utilisées
pour la suite du calcul sont les suivantes :

{51) q’l(kz) 7 ]lﬁ's y ¢m{kz} = ]lﬂz 2

dvec |

2z T
(52) Q.= log s— v —i5 + 2 k2)
22 T

(53) Q= loge s — v —j5 + 1 (k2),

ANN. TELEcoMMUN., 37, n® 1-2, 1982
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- Apprcximation basse fréquence :
(33)
E" 1
I(z) : i    
1 4/· 1 Jî h 1 4h rr ·
·kï’1r..· =ï-,__ É · __-
— ' 2 °g° a I (°’“°°°’d') + log,2h/1: 38+2 Y l°g· a +,log,2h]a sa 4
par Hallên [chap, 35 de la réIZ 3]. On peut décomposer
_ _ _ _ b' ' l ' l I '
· Snhmm mv E fm pm wduœmwt œndwtme ïâiërâiêernent e potentie vecteur se on la série
 
La composante normale E' du champ ambiant a (46) A = 2 E (— l)“ V e‘*"‘**"").
pour expression : X *1* n
(39) E; :51 S;n9(eI¤·w¤¤¤ + Re-IMM) X La forme du courant associé est alors :
c—mn.«·»w_ ,,0
(47) I:~ Ont E(_1)··°·zir14~-11 X
Dans le cas d`¤m plan parfaitement conducteur, le lm Z ··=1
facteur de réilexion est égal à l. Il vient 2 (I,. (I + z) + 1,, (I- 1)).
(40) E2 Z E' sin 0 2 WS (kw W5 9) ¢'"""‘°‘°"'· Les couples (V, , i,) correspondent aux ondes
DE même : réiïéchies de différents ordres et satisfont chacun à
_ Féquation intégrale (48) :
(41) E;:E' cos6 cos1[» e‘**"'°"""° Z] sin (/cx cos 0). m I lu ei",
(481 Ã i<c>dc—S ——d«>
(42) E; :3 %;tan(kx cos 6)E; ~·¤ · 4 2; °lh ' · 0
= 1: _e* pourz> etr=a.
I 2· 0 6 E'.
J ws cos vp mmkx ws ) Le tenue im est le courant induit sur un conducteur
lntroduisant dans l`expression de I(z) : infini et a été calculé au paragraphe précédent.
1 1 On obtient ainsi un ensemble infini d‘équations.
(43) I(z) = —— <   >< La première permet le calcul de i ,(z)[ V, la seconde
"‘ Z=2'_` (Sy ° °°’tiî la 6 El de 1,(z)]v,, la meme de i,,(z)/V,. Les `raeteurs de
’°°S °°‘ ‘i’ ( °°‘ ) · rétïexion aux extrémités sont définis par la relation :
k Au vïiîîiagel du plan parfaitement conducteur, (49) k _ V,
x est ai e, i vient : ¤ ' VP,
(44) [(2) = _ À x °°î ‘i' ws; 6 1 En et peuvent être déterminés en imposant que le courant
Ze I — (Sm üws sh) soit nul aux extrémités du conducteur pour tous les
L’expression de Z, est dans ce cas celle d’un con« Mdrîs wcœwfs ile réüexlom , ,
dwœm, situé awdessus d.“n plan Parfaitement Fatsant apparaitre ces facteurs de reflexion, la
conducteur , solution de l‘équat1on intégrale pour le rang n est la
` Ze = wlogezhlur suivante :
. . E'
Sr l`on prend de plus Fhypotbêse du : 0, on obtient : (50) i,,(:) =     lt, Jr, /4** ¢_(kz) e""'.
g`
(45) I(z) = — 2 h E‘/Z. . Z
_ I La fonction t[:,, a été calculée par Hallèn [chap. 35
Cette express1on a été obtenue par une autre methode de la ré,-_ 3]_ La solution obtenue permet de wnsmm,
dans ce cas part1cul1er par Y. Rob1n·Jouan (*). q“·à pmi: de yordœ 2, les fonctions qi. som idem
tiques, Les deux fonctions 1};, et 4:,,, à considérer
se présentent sous forme d’une série infinie de termes.
Dans la présente étude, compte tenu des valeurs de
· 4. MÉTHODE paramètres du problème, seul le premier tenue des
UTILISANT LES FACTEURS DE REFLEXION séries est significatif Les fonctions ala, et ala., utilisées
INTRODUITS PAR HALLÈN pour la suite du calcul sont les suivantes :
‘ ($1) ln(k1)# 1/9'M uatkz) # 1/92,
Les réflexions aux extrémités du conducteur peuvent avec i
être traitées en appliquant la methode proposée (52) Q, = logué- Y_j§ + I(2kZ)’
2 z 1t
(*1r.k ·J .1za aososs A '= —.- -·-
·À«a·:· È?'Éa6°ëîÈi·«, .J'.‘Zî"i§'7'i "’“‘ °°“‘“‘ *“* (53) 0- los- k ai Y 1 2 +1<kz>.
$/13 Arm. Tsteceuvauu. 37. n·· 1-2, 19sz
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a0 *-]{E I]

—

et (C,(.x) +j ( g = S;(x))) .

Ces deux fonctions sont continues au point z = 0.
(55) Qy=—2log. ak — 2y —jm,
(56) o —=log.2—2log.ak — 2y —jm.

G4 lx) = 5

x

Le courant induit sur un conducteur infini peut se
mettre sous la forme :

. E? Bo E®
57) i.(2) = = — -
R T
Exprimant les facteurs de réflexion A 1’aide des
fonctions 4, il vient :

¢ bn-1(2 &)
$1(0)° ()

On en déduit ’expression du courant total :

(58) ky =

Ky = n > 1.

(k4 2)) ¥

b @D "
P10 $(0)

Y
e (G (k4 2)) @74 + o, (k(1 —2) ) &%) + j :

Les termes de la série forment une série géométrique
de raison

_ _E g
() 1= sz(‘p_w)

eI - gy (k(I — 2)) &) +

me(z ki) - 25kl
Vel

On obtient finalement -
EX B 1
jZ, B3 — k2 (1_ MOR
e (Y, (k( 4 2)) e 1 - §y(k(l — 2)) &) -+
k) e
3100) ($o0) + Vo 2 k) e 290) ©

\
(ol + 2)) 7 + (kI — 2)) &%) |

60) 1—

5. METHODE
UTILISANT LES FACTEURS DE REFLEXION
AU SENS DES LIGNES DE TRANSMISSION

5.1. Conduactenr fini.

Il a été ctabli au paragraphe 2 que le champ diffracté
par un conducteur parcouru par un courant de la
forme I = I, e~ 1%* ¢tait donné par I’expression :

(61) Et=—(Z + BV L

AnN. TELEcOMMUN., 37, n® 1-2, 1982
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Afin d’obtenir Pannulation de la composante
tangentielle du champ sur le conducteur, on doit
avoir :

2 aII
(62) E—ZI-}-B—I—ZIH—YlM

Le potentiel scalaire est par ailleurs lié au vecteur
de Hertz par la relation :

- — oIl
V= —V.II = :
0z
On en déduit
_ . o of 2 h
wp Of I df
Iy D #—55,

Les équations type ligne correspondantes sont par
consequent :

W
L YV
oz

Il y correspond la solution :

65 I=

a r —-¥r ___
1 Z. (Sﬂ Ei(v) e dv - B\ e "

]
2ode

(R E2(v) e ¥ dy D) ez,

Les constantes B et D sont déterminées par les condi-
tions aux limites.

5.2. Conducteur infini,

Considérons une source de tension EZ(v) dv appli-
quée en un point v d’un conducteur infini. A chaque
extrémité de ce générateur, I'impédance de charge
est I'ilmpeédance caractéristique Z, du conducteur.
Par conséquent, la contribution de courant qui en
résulte est

E3(v) dv
d[(p) _ 2 Zc r
A une distance |z — v| de v, la contribution est :
EZ(v) .
. —1[z—v|
dI(z) = 57 dv e .

Le courant induit sur un conducteur infini est :

1 + o
S —-vjz—v|
I(z) > Z, S_MEQ(P} e dw.
E2 ¥

Ce résultat est identique a celui obtenu au paragraphe 3

en ayant vy = fZY et Z_ = ,/Z]Y.
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54 1 * ‘°° e·*(E"’ d _ Afin d’obtenir l`a.nnulation de la composante
( ) (X) TN g E" tangentielle du champ sur le conducteur, on doit
`X K avoir :
>eHx (CM) +1 (E _S‘(x)>>' (62) E‘ = Z I + È I = ZI- Y" É
‘ Y oz `
Ces deux fonctions sont continues au point z = 0, l cal H 1 `
_ , Le potentie s aire est par ai eurs ié au vecteur
(55) Q" 7 4 2 10g* ak S 2 Y -1 "’ de Hertz par la relation :
(56) Q(,=log,2—2log,ak-2·y—j1r. V Vü _M-[ ,
Le courant induit sur un conducteur infini peut se * · bz I
mettre sous la fontne : On en déduit :
. E' EQ I 2 h
(57* ‘=·(’>îrÉÀ:nml¤ ((3) "=î%È‘°g·î+
Exprimant les facteurs de réüexion à l’aide des jï‘gJ (6) #_l y
fonctions qi, il vient : 2-moz “ Y oz'
l tp , (2 kl) Le · · I- d
(58) k : V ’ k : w 1 L s equations type rgne eorrespon antcs sont par
' WO) " ¤I«..(0) ’ " > conséquent ;
On en déduit l’expression du courant total : (54) 2; : L Z] .;. Eg,
E* tp
(59) I:—%( -— -~~· kzt ai _
lkZc\l¤ dh(0)¤ (*l/i(( 1))>< &:_yK
. ¤l» i¤r(2 ki)
e m + qi) (ku- 2)) em) + «,[;,(0) ¢m(0) X Il y correspond la solution :
¤="""((l/s(k(/+1))¤""‘ + ¤l»s(/<(1—z))e‘“’) +   . (65) I : É Oz E;(v) en dv + Bi esc —
¤ .0 /
Les termes de la série fonnent une série géométrique 1 si E:(v) (sv dv + D ev«_
de raison 2 Ze ,s
g ¤I»·»(2 H) Fm, Les constantes B et D sont déterminées par les condi-
¢,,,(0) ' tions aux limites.
On obtient iînalement :
E` Bo ( 1 5 2 Conducteur inüni
‘ ) rztsaekz ¢.<¤>X
e—1~¤(¢x(k(] + z))ee1·<¤ + t],l(k(]- 2)) em) .t Considérons-une source de tension, E;(v) dv appli·
@(2 H) e-mx quée en un point v d un conducteur infini. A chaque
*·—  >< extrémité de ce générateur Vimpédance dc charge
l^(°> ((°~(°> + “*~ (2 "’) ° ""\ est iumpsdms caractéristique Z, du  
(¢m(k(] + Z)) e—u« + (Lœ(k(I_Z)) Bmw _ Ear conséquent, la contribution de courant qui en
J resulte est :
EQ d
dm =  
U
_ A une distance |z — v| de v, la contribution est :
5. METHODE _
UTELISANT LES FACTEURS DE REFLEXION d[(z) Z   dv e·1'l1*¤l_ «
AU SENS DES LIGNES DE TRANSMISSION °
Le courant induit sur un conducteur inlini est :
5.1. cenauetem mn. 1(z) = — L gmE;(v) ¤‘*""" dw L
2 Ze _ -s,
Il a été établi au paragraphe 2 que le champ djfiracté (66) K2) : _ È Z Y ki _
par un conducteur parcouru par un courant de la eY + s
fomie I = la e‘”” était donne par l’express1on : ce résuhm Bstidendqueàœlui obtenu au pamgmphe3
(61) Ef=—(Z+ (dz/Y)L en ayanty=,/ZYetZ,=r ZIK
ANN, mtœmaon., 37, ne i·z, 1932 6/13
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6. REMARQUES SUR LA VALIDITE 7. SOLUTION DANS LEDOMAINETEMPOREL
DES RÉSULTATS OBTENUS
Le courant induit au point z = 0 sur un conducteur
Les deux développements asymptotiques utilisés semi-inûni s’ob\ient par transfonnation de Laplace
pour le calcul de J,(«1) ne se raocordent pas parfaite- de l’expressi0n fréquentielle :
ment an voisinage de [ul = 1. Si l’on désire examiner Eg; Z 0) 1
· la réponse fréquentielle d‘nne antenne dans la plage (70) I(0) = É   »
de fréquences correspondante, il est utile d’eiïectner _° ° '
une interpolation entre ceux—ei, afin de définir la V _ Z * L E IO En I + 2 "‘
vsieur de J°(a). " °°· ·” zw E g· « «1«>g,2h/a ’
La composante tangentielle du champ électrique 2 ip
rayonné établie au paragraphe Z comprend trois Y = j k, (1 + W) ,
termes. Les deux premiers termes s`expriment à l’aide I °g° la
de fonctions de Besse], le troisième est un terme et i
intégral dont la valeur est J,(«x). Dans Phypothèse 2 _ 2 * I _ 1
où ]k, h| > l (cest le cas des fréquences hautes, Ã H 2] kzh _jk,h — /1 sjsp. p ‘
f > 10° Hz pour o = l0”’ U/m et er = lO),1ln’est ,. , . ,
plus légitime de remplacer chacun des deux premiers en 'mhsant lapP‘i°x'È“"'°n hauœs f"$‘ï“°“°“·
termes de l’expression de Ef parle premier temie du PO"' Z¤ : O: ll went Z
développment asymptotiquer Cette procédure se E;(z = 0)
justiûe seulement pour le deuxième terme sachant I(°‘v 0) =   ·
que lc, a est très inférieur à l. Tenant compte de la 1
variation de la fonction de Besse] Ko, le premier îî   ,
t t é ' eabl . ll ' t : · î · _î
eme 3 n glîmpj Wen "k‘<1 + al0g,2h/¤> + 1k' (1 + zxlog,2h/a>
(67} El'=— (kî··l$’)X I E;(z=0)
(¢·>· 0) =   ><
q I mu 60103, 2h/a
K,,(| k,(l — sin' 0 cosi sw'? 11)-] È IJ,(a), 1
- ' Oeos nl;) `
wp] 2 jk <l+Sin0wS¢+ 
E: N _ 21: I°g'jk,(1—sin“ Bcosz ¢)‘"a~;, I 2 hp */l“l°g¤ 2hI“
jap, pi On en déduit :
ï; "·(“‘)ïî~eX <11>
2 o E; 1 — c E; 1
I°g· 3/«,(1 - sin‘ 9 cos“ 4;)*1* la Y, ‘ i(°i’0)r(60|¤s.21rl¤)p<b+¤/p) `(60l¤sJ·hI¤)/>1=—¤’
En ex rimant cette expression sous la forme : . Z · =   _
P B2 avec. b 1-l-smüeosilz et ¤ 2hA/ 10g’2h/R
Eg = " (Z + T) L D’où Fexpression temporelle correspondante :
on obtient · (72) I(" 0) =
‘ C Ei(t) 1 _U_ml ¤ * A
-@ 2 601 2h î® ° " 6010 zh/a E‘(')d°’
@8) Z` ze 1"g·5/«,(1-smzocuœ wm Y,+ °g‘ la · g' _ °
J au où ® désigne le produit de convolution.
— Je(¤t, L'expression de l(œ, 0) se simplilie en incidence
2 1:
normale our la uelle k, = 0. On obtient dans ce
P Cl
1 cas :
(69) Y"   >< I: EHZ,
2 avec :
' log,   · - g ; ·
1k·(1— sm' 9 ¤¤¤“ sl·>"’ -1 Y- z = -%‘1°g_ -5 -'T"’;1,,(«).
La prise en compte de ces tenues d’impédance _, ,
et d’admittance pour les fréquences supérieures à on fwnsçatedîn tîçant la cm"`: ¤=1·m1>=<*?·1œ
106 Hz permet d’obtenir des resultats en bonne Z se onmpn _ la '6?“î_n°° tÉl“° ` °n peut en en
concordance avec oeux de la méthode numérique um appmmmmon par n wc mn '
pour les fréquences testées (l0’ Hz et ICF Hz). Z = r, p.
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